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● 傅俊結   

 

 

函數這個名詞出現在數學的各個領域之中。當我們要解決一個問題時，透過數學

這個工具，基本上就是先要把問題數學化，而在數學化的過程當中，不可避免的，會

引進函數的概念，這時要解決我們的問題，一大部分就是在解決我們所引進的，有關

這函數的相關問題。 

我們面對一個函數時，首先當然希望知道有關這個函數的一些基本性質。在大一

微積分裡面，一個函數的基本性質，最先被討論的，應該就是函數的單調性和凹性，

這兩個性質基本上就是微分的應用。 

函數的單調性分兩種，一種是遞增，另外一種是遞減。我們說一個函數在一個區

間是遞增的，意思也就是說，在這區間上，隨著該函數的自變數的增加，其對應的函

數值也跟著增加，反過來說，當自變數增加的時候，其對應的函數值卻跟著減少，那

我們就說，該函數在這個區間是遞減的。有了遞增和遞減的定義之後，那接下來的問

題就是：我們給定一個可微分函數之後，我要如何判斷這函數的單調性？也就是說，

在什麼區間？函數是遞增的；在什麼區間？函數是遞減的。先講結論，也就是，用該

函數的一階導函數來決定該函數的單調性。當函數的一階導函數是正的時候，則這個

函數在所考慮的區間就是遞增的；反之，一階導函數是負的時候就是遞減。為什麼一

階導函數和函數的單調性可以聯繫起來呢？我們知道函數的導數有一個重要的幾何意

義，也就是可以用來表示切線的斜率。因此，對一個單調遞增的曲線來說，它在每一
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點的切線，都是由左往右上升的直線，這樣的直線的斜率是正的；反之，對於單調遞

減的曲線，它在每一點的切線的斜率都是負的。 

只靠函數的單調性，並沒辦法完全刻劃出一條曲線。我們很容易可以劃出兩條單

調性一樣的曲線，但是它們有一個重要的性質是剛好完全相反的，這個性質就是我們

現在要介紹的凹性。只有單調性和凹性結合起來，我們才能完整的刻畫出平面上的一

條曲線。 

首先，我們劃出一條單調遞增的直線，假設這條直線有些許的彈性，當你把這條

直線稍微往下壓一點的時候，它的單調性是沒有變的，還是遞增，但是，它有造成一

個開口向上；反之，把這條直線稍微為往上推，這個動作也造出一條曲線，它有一個

開口向下，但是單調性還是沒變，因此我們造就出了兩條曲線，它們都是單調遞增，

但是前者有一個開口向上，我們就稱這條曲線的凹性是上凹，後者有一個開口向下，

我們就稱這條曲線的凹性是下凹。跟前面決定單調性的問題一樣，現在我們的問題是

，要如何去決定一個函數的凹性？答案是用該函數的二階導函數。為什麼是二階導函

數呢？一看到這個結論，我們事實上一開始很難把一個函數的二階導函數和該函數的

凹性連接起來。 

二階導函數是一種所謂的高階導函數，也就是，把一個函數微分兩次之後所得到

的新函數。理論上來說，一個函數可以微分任意次的話，你可以把它一直微分下去，

但是把一個函數微分很多次之後，這樣得到的新函數，到底有什麼意義？基本上已經

很難判斷出來了。比如說，把一個函數微分 100 次之後，所得到的 100 階導函數，到

底有什麼意義？應該是，不管在數學上或物理上，都沒有什麼意義了。一個函數的二

階導函數，是它所有高階導函數中最有意義的，不管是在物理上或者在數學本身上。

在數學本身上，它最直接的應用，就是可以用來判斷一個函數的凹性。 

結論就是說，一個函數的二階導函數，如果在一個區間是正的話，則這個函數在

該區間就是上凹，如果是負的話，則這個函數在該區間就是下凹。一個函數在一個區

間是上凹的話，那麼在這區間上，這個函數在它的函數曲線的每一點的切線斜率是會

遞增的；反之，如果曲線是下凹的，那它在每一點的切線斜率是會遞減的。事實上，

一個函數的凹性，是由該函數的一階導函數的單調性來決定的。 
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函數的單調性和凹性有什麼應用呢？它最直接的簡單的應用，在數學本身上，就

是可以用來畫函數在座標平面上的曲線圖。我們在中學時，一開始在學習畫函數的圖

形時，最簡單的就是一次多項式函數圖形。我們知道一次多項式的函數圖形是一條直

線，要畫一條直線是一個很簡單的工作，只要隨便找出這條直線會通過的兩個點，把

這兩個點在座標平面上標示出來，那麼連接這兩點的直線就是我們所要的直線。 

接下來就是 2 次多項式的函數圖形，這種圖形我們把它稱作拋物線，拋物線一共

有兩種，一種是開口向上，另外一種是開口向下，要畫一條拋物線也不是很難，只要

找出這拋物線的頂點，再判斷 2 次方的係數是正的，還是負的。正的話，該拋物線就

是開口向上；負的話，該拋物線就是開口向下。我們可以用配方法來找出拋物線的頂

點，總之，畫直線或者拋物線還不需要微分當作工具。 

三次多項式以上的函數圖形，就沒有那麼容易畫了。這時如果不用微分這個工具

，是畫不出三次多項式以上的函數圖形的，除非是那種很簡單的函數。給定一個函數

，想要畫出它的函數圖形，普遍性方法，就是藉由該函數的一階導函數和二階導函數

，決定出該函數的單調性和凹性，那麼我們就可以知道在什麼區間，該函數的曲線要

遞增，或者遞減，或者上凹，或者下凹。這樣我們就可以完整的畫出該條函數曲線了

。 

 




