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● 傅俊結   

 

 

函數是數學上所考慮的一個主要概念，把所有的函數看成是一個群體的話，這個

群體的構造太巨大，太複雜，不是我們人類的能力所能夠理解與處理的。因此，我們

必須從這個巨大的結構裡，抽出一些我們可以上手的，有特殊性質的函數來了解。例

如：連續函數、可微分函數、三角函數、解析函數、指數函數、對數函數、多項式函

數等等。當我們把這一些特殊的函數精通了解之後，再推而廣之，考慮更大的函數群

體。簡單講就是由簡而繁。一般來說，不管是在數學上或科學上，由簡而繁的理解都

是一種探討未知的一個基本方法。這篇小文章我們就是要考慮一類特殊的函數，所謂

的可微分函數，那這可微分是什麼意思。 

我們先從單變數函數開始談起，也就是大一微積分上學期首先考慮的一類函數。

單變數函數就是只有一個自變數的函數。這時候，我們說這樣的函數 在一個點

可以微分的意思，也就是下列的極限存在： 

 f(x)−f(a) 
x−a 

由這個導數的極限定義，我們就可以了解一個函數在一個點可以微分的意思，不

只和這個函數在這個點有關係，還跟這個函數在這個點的附近的行為有關。如果以符

號 來表示這個導數的話，這時我們所考慮的函數 在這個點  的附近，

就可以用下列的線性函數來估計：f (a) + f ′(a)(x − a) 。 

                                                 
 傅俊結，南台科技大學電子工程系副教授。 



 

 

14 
南台通識電子報 

90
上面這個函數，事實上就是一條直線的表達式，這條直線我們就稱為在所考慮的

點 的切線，所以從幾何意義上來說，單變數函數在一個點能不能微分就是過這

個點有沒有切線的存在。函數在一個點的導數也可以稱為在這個點的瞬時變化率。上

面我們所要取極限的那個量，就是平均變化率。在應用上，我們所考慮的物理量並不

是永恆不變的常數，常常某個物理量會隨著另外一個一個物理量的改變而改變，而這

種改變的大小，就是變化率。所以這時候，一般我們就是用變化率來代表導數。 

接下來我們要考慮多變數的函數，這時候，函數是依賴好幾個自變數在變化，所

以這時候微分的概念就會比前面的單變數函數還要複雜。雖然如此，但是基本上都是

前面單變數函數的微分的一種推廣。我們就從最簡單的兩個自變數的多變數函數來理

解，三個自變數以上的多變數函數的微分概念，基本上就是兩個自變數的多變數函數

的擴充。首先我們考慮偏導數，因為我們現在有兩個自變數，所以我們要推廣前面的

單變數函數的情形，必須先把其中一個自變數固定不變，只讓另外一個自變數在變，

所以類似上面的那個單變數函數導數的極限定義，我們就有下面需要考慮的兩個極限

值 

 f(x,b)−f(a,b)  

x−a 

 f(a,y)−f(a,b)  
y−b 

這兩個極限值就分別被稱為對 和對 的偏導數。第一個極限 是不變的，也可

以說沿著 方向，函數在所考慮的點 對 的變化率。同理，第二個極限也可以有

類似的解釋。偏導數是方向導數的一種特殊情形，因為我們現在考慮的函數有兩個自

變數，所以這兩個自變數所變化的區域是在平面上，而從平面上的每一點出發，我們

可以考慮無窮多個方向，偏導數就是沿著該點的水平方向和垂直方向。即使在一個點

的偏導數都存在，甚至對每一個方向的方向導數都存在，也並不保證在這個點是可以

微分的。這在大一的微積分教科書中，有很多這樣的例子來說明，方向導數的存在並

沒有辦法保證可微分性。這是多變數函數的可微分性和單變數函數的可微分性的一個

重大的差別。在單變數函數的情形，我們說在一個點是可以微分的，只要在那個點的

方向導數存在，也就是沿著水平方向的導數存在。但是在多變數函數的情形就是比較
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複雜了，可微分不只要求方向導數要存在，事實上，他要求得更嚴格，但是簡單的講

就是必須可以線性化，也就是，必須存在一個線性映射用來估計該多變數函數。可以

這麼說，微分這個概念的存在，就是我們要用來解決非線性的問題，非線性的現象太

複雜了，我們的能力並沒辦法去解決它，我們只能近似的解決他，也就是用微分這種

線性化的概念來估計問題的非線性的本質。 

 


