
 

 

9 

南台通識電子報 
 2021 年 1月 15日出版 

 南台科技大學通識教育中心 發行 92 
 

 

 

 

 

工程數學上微分方程的一些基本解法 
● 傅俊結  

 

 

工程數學應該是全世界大學工學院的必修科目，一般從大二上學期開始教。研究

型的大學應該是連續修三學期，技職型的大學可能是修兩學期。隨著學校系所的不同

，授課老師的不同，工程數學的授課內容也會不一樣。畢竟，可以用在工程上的數學

工具太多了，不可能把所有的這些數學工具通通教完。但是不可避免的，一開始應該

都是會教一些基本微分方程的解法。在這裡我們要介紹一些常見的微分方程的求解方

法。什麼是微分方程呢？ 簡單地講，帶有等號的一個數學式子，就稱為方程式，在這

方程式中，如果考慮的未知量是一個函數，而這個函數滿足的這個方程式裡面，有關

於這函數的微分的運算，我們就可以把這個方程式稱為微分方程式。 

最簡單的微分方程式在大一微積分下學期講到不定積分時我們就遇到了。給定一

個函數 之後如果存在一個函數 ，滿足 ，這 稱為 的反導函

數或不定積分。現在如果用微分方程的術語來講，滿足  的方程式就是一個

一階微分方程式， )是已知的， 是所要求的解。 根據不定積分的定義， 可

以表示為 。因此解這個很基本的微分方程，就是在求一個函數的不定

積分。接下來稍微推廣一下，考慮下列的微分方程 

                                                
 傅俊結，南台科技大學電子工程系副教授。 

科普新知 
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就是所要求的解，等號右邊的 此時帶有兩個變數 和 ，這時要解這個 就

不是一件簡單的工作，老實講，是一件非常困難的工作。尤其是 任意給定的話

，要求 根本是一件不可能的任務。一般來說，在大學的工程數學，這個 都是特

別經過選擇之後所給的。以便我們可以容易的解出 。 

我們先考慮一種可分離變數的情形，也就是 可以寫成兩個函數的乘積，而

這兩個函數分別是單變數 和的函數。這時所考慮的微分方程可以寫成 

 

接下來就在等號兩邊做個積分，就可以求出解了，可能是顯式解或者是隱式解。

很明顯的，要明顯的解出來跟 有關，當 不是很好積分的時候，也是

無奈。 

如果所考慮的微分方程沒辦法化成可分離變數的時候，有一種情形我們也是很容

易解出來，這就是我們現在要介紹的正合微分方程(exact differential equation)。下列的

微分方程 

 

稱為正合的，如果存在一個多變數函數 使得 ， ，也

就是 和 分別是 對 和對 的偏導函數。這時所考慮的微分方程可以

寫成 

 

上式等號左邊就是 的全微分。也就是： 

 

所以 
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就是所要求的解，這裡 C是一個任意常數。 

當所考慮的微分方程不是正合的時候，有一種情況下我們也是可以去解它，就是

透過積分因子，積分因子就是在所考慮的微分方程等號的兩邊乘以一個適當的函數，

這個函數稱為積分因子，使得所得到的新的微分方程會是正合的。找到積分因子之後

，接下來的工作就跟前面所講的，基本上沒什麼差別。 

最後我們考慮一個二階的微分方程，也就是所考慮的函數有微分兩次的項，最簡

單的情形就是常係數二階齊次微分方程： 

 

這裡 是常數， 是所考慮的未知函數，也就是這個微分方程的解。 基本上，

它的解我們是先用猜的，因為 是常數的關係，而且這個微分方程是線性的，而且

指數函數的微分是沒有變的，因此我們可以猜這個微分方程應該會有指數函數型態的

解。假設 是解，直接計算可以知道，  必須滿足： 

 

這是一個一元二次方程式，稱為特徵方程式，由國中所學可知，隨著判別式 

的值不同，會有三種情形發生。 

第一種情形是最簡單的，也就是判別式大於零的時候，此時這個一元二次方程式

會有兩個不同的根，假設這兩個不同的根分別是 和 ，因此我們有了兩個解  和 

，那接下來的問題就是說，這兩個解是不是這個微分方程式的所有解，事實上，

還有其他的解，不過根據二階微分方程的一般理論，可以證明這個微分方程式的所有

解，是由這兩個解做線性組合生成的，也就是說，它的通解可以寫成，

，這裡的 和 是兩個任意常數。 

第二種情形是判別式等於零的時候，這時特徵方程式只有一個根，事實上有兩個
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根，只是這兩個根是相等的，也就是所謂的重根。假設這個重根是 ，這時我們找到了

一個微分方程式的解 ，只靠這個解並不能產生所考慮微分方程的所有解，我們必

須再找到另外一個跟這個解線性獨立的解。用降階法可以證明，這個解是 。因此

通解可以寫成： 。 

第三種情形是判別式小於零的時候，此時特徵方程式的解是兩個共軛複數根。 假

設這兩個共軛複數根的實部和虛部分別是 和 ，那麼藉由 Euler 恆等式，

= ，我們可以把通解寫成 。 

如果所考慮的方程是非齊次微分方程的時候，也就是說，所考慮的微分方程的右

邊有一個非齊次項的時候，這時我們必須再找一個特解，把前面所講的齊次方程的通

解，再加上這個特解，就是所要求的所有解。 

 

 

 

 


