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積化和差和和差化積 
● 傅俊結  

 

 

 

積化和差和和差化積是三角函數的某類數學恆等式，就是把兩個三角函數正玹和

餘玹之和差寫成正玹和餘玹之積，或是把正玹和餘玹之積寫成正玹和餘玹之和差。這

類恆等式在我們應用三角函數的時候，是很常用的工具，不過因為這類恆等式太多了

，有時候要把它們全部背起來並不是一件容易的事，尤其如果很長時間沒用之後，當

我們臨時想用時，事實上，那些公式我們是寫不出來的，尤其對一個上了年紀的老人

家來說。這篇短文就是要教一個方法，讓我們可以從比較簡單的三角恆等式來推導出

比較複雜的三角恆等式，例如積化和差和和差化積這類恆等式。下面就是所考慮的恆

等式 

和差化積： 

……..(1) 

……..(2) 

……..(3) 

……..(4) 

                                                
 傅俊結，南台科技大學電子工程系副教授。 

科普新知 
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事實上，藉由正玹函數的奇函數的特性，我們很容易可以從(1)推導出(2)或者從(2)

推導出(1)。所以，我們所要背的和差化積公式，應該講只有三個。 

積化和差： 

…….(5) 

…….(6) 

…….(7) 

…….(8) 

上面的第(6)式只是把第(5)式的 和 對調，再用正玹函數是奇函數的特性就可以得

到，所以第(5)式和第(6)式基本上也沒有什麼差別，因此，我們可以知道積化和差和和

差化積的公是基本上就是六個。 

三角函數是我們在學生時期，比較難以捉摸比較困難的一個科目，即使是對銳角

三角形的三角函數。我想其中主要一個原因，就是三角函數一共有 6 個，即使是對銳

角的三角函數，一開始要把這 6 個三角函數的定義搞懂，也不是簡單的工作，簡單的

講，就是要把這 6 個三角函數的定義背起來，不會忘記，是要蠻花時間的。學了銳角

的三角函數之後，接下來，我們有需要把角度的概念推廣，也就是所謂的廣義角，這

時的角度可正可負，而所考慮的三角函數的角度，不再只限制在銳角，可以是任何一

個廣義角。這時我們定義三角函數所需要的並不是三角形，而是一個圓。由圓所定義

出的三角函數當然要包括我們中學時候所學習的銳角的三角函數。由廣義角所定義的

三角函數，再加上三角函數的一些恆等式，我們就有一個很好的數學工具三角函數，

藉由這些三角函數恆等式，可以解決一些看起來好像不是三角函數的問題。 

接下來我們就要介紹一種由比較簡單的三角函數恆等式，來推導出比較複雜的和

差化積和積化和差的三角函數恆等式。這個方法基本上還是要背一個比較簡單的恆等

式，一般叫複角公式，就是下面這這幾個： 
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…….(9) 

…….(10) 

……..(11) 

………(12) 

 

我們把上面第(9)式的 改成 ，再用正玹函數是奇函數與餘玹函數是偶函數形的

特性就可以得到第(10)式了。 

我們把第(9)式和第(10)式相加再移項化簡，就可以得到第(5)式。把第(11)式和第

(12)式相加再移項化簡，就可以得到第(7)式了，積化和差的另外兩個恆等式用類似的

方法也可以得到。 

下面考慮和差化積： 

) 

 

這裡我們用到了第(9)式和第(10)式。把上面兩個式子相加，就可以得到第(1)式了

。 

最後我們說明如何得到(9)(10)(11)(12)，請

參考上圖。我們直接推導(11)。 

上圖的圓是一個單位圓，也就是半徑等於

1 的園。因此，OB=1，OA＝ ，

AB= ，這是直接由正玹函數和餘玹

函 數 的 定 義 所 得 到 的 。 由 圖 可 知 ：

。 是直角三角形 的斜

邊，而 的長度是 ，所以由餘玹函數的定義， 的長度等於 。 的

長度和 是一樣的，因為 是一個長方形。首先注意到角度 和角度 都是

一樣的 ，因為角度 加角度 加角度 是等於角度 加角度 加角度
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，都是等於 90 度。所以， ，也因此， 。於是我們得到

了(11)式。 

其他的，可以類似得到。 

 

 


