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多變數函數及其應用 
● 傅俊結 

 

 

這篇文章簡單討論微積分中的多變數函數。多變數函數是指依賴於多個自變數的

函數，其中每個變數都可以影響函數的值。多變數函數微積分涉及對這樣的函數進行

微分和積分的計算。在多變數微分中，我們可以計算函數的偏導函數。偏導數表示函

數對於其中一個變數的變化率，而將其他變數視為常數。偏導數可以用於描述函數在

不同變數方向上的變化率。另外，多變數微分也涉及到計算梯度、方向導數和 Hessian

矩陣。梯度是一個向量，表示函數在某一點上的最大變化率和變化的方向。方向導數

表示函數在某一點上沿著指定方向的變化率。Hessian 矩陣是由函數的二階偏導數構成

的矩陣，用於評估函數在特定點上的曲率和凸凹性。多變數積分則用於計算多變數函

數在區域上的總體效應。常見的多變數積分包括二重積分和三重積分，它們分別用於

計算平面區域和空間區域上的積分值。多變數微積分的應用常常牽扯到極值的計算，

下面我們介紹求多變數函數的極值的相關概念及極值判定方法。以下是一個基本的步

驟： 

1. 找出函數的偏導數：計算函數對於每個變數的偏導數，即求出函數在每個變數

方向上的變化率。 

2. 解偏導數等於零的方程組：將求得的偏導數設置為零，然後解出這個方程組，

所求的解稱為該函數的臨界點，這將給出函數可能的極值點。 

3. 確定極值點的類型：對於每個找到的臨界點，需要進一步分析以確定所求臨界
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點是否會產生極值，會的話，它是極大值還是極小值。這時要使用二階偏導數或者

Hessian 矩陣來判斷。 

．如果所有二階偏導數都存在並且 Hessian 矩陣是正定的，那麼該點是函數產

生極小值的點。 

．如果所有二階偏導數都存在並且 Hessian 矩陣是負定的，那麼該點是產生函

數極大值的點。 

．如果 Hessian 矩陣既不是正定也不是負定，那麼該點可能是鞍點或沒有極值

。 

需要注意的是，這些步驟僅給出了找到極值的一般方法。在具體應用中，可能會

有特殊條件需要進一步的考慮。此外，極值的存在還需要考慮函數的定義域和邊界條

件。另外，如果函數是在有限制條件下進行極值問題的求解，可以使用拉格朗日乘數

法。這些方法將限制條件引入目標函數中，以找到在限制條件下的極值點。總結來說

，求解多變數函數的極值需要計算偏導數，解方程組，並進一步分析二階偏導數或

Hessian 矩陣，以確定極值的類型。 
一般來說，尋找多變數函數的極值需要考慮以下幾個步驟： 
1. 找出函數的偏導數：計算函數對於每個變數的偏導數。對於一個具有 n 個變數

的函數，我們需要計算出所有這些偏導數。 
2. 解偏導數等於零的方程組：將求得的偏導數設置為零，並解出這個方程組。這

些方程組將給出函數可能的極值點。解這個方程組可以使用代數方法或數值方法，具

體取決於問題的複雜性。 
3. 計算二階偏導數或 Hessian 矩陣：在找到潛在的極值點後，需要計算這些點的

二階偏導數或 Hessian 矩陣。這些計算將提供關於函數在該點上的曲率和凸凹性質的

信息。 
4. 確定極值點的類型：根據二階偏導數或 Hessian 矩陣的結果，我們可以判斷極

值點的類型。 
．如果所有二階偏導數都存在並且 Hessian 矩陣是正定的（所有特徵值都大

於零），那麼該點是極小值。 
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．如果所有二階偏導數都存在並且 Hessian 矩陣是負定的（所有特徵值都小

於零），那麼該點是極大值。 
5. 

．如果 Hessian 矩陣的特徵值有正有負，或者 Hessian 矩陣不是正定也不是負

定，那麼該點可能是鞍點，或者沒有極值。 

在實際應用中，尋找多變數函數的極值可能會遇到一些困難。這些困難可能包括

： 
6. 計算的複雜度：隨著變數的數量增加，計算偏導數和解方程組的複雜度會增加

。在某些情況下，這可能需要使用數值方法或計算機輔助方法來進行近似計算。 
7. 初始值的選擇：對於非線性函數，找到初始值以進行迭代計算是至關重要的。

不同的初始值可能導致不同的極值點，因此初始值的選擇可能需要一些試驗和調整。 
8. 存在多個極值點：函數可能存在多個極值點，包括局部極值和全局極值。因此

，需要進一步分析和比較這些極值點的函數值以確定最終的極值。 
接下來我們講一些在科學和工程領域中，求解多變數函數的極值的許多應用。以

下是一些常見的應用示例： 
1. 最佳化問題：求解多變數函數的極值可以應用於最佳化問題，例如在工程中設

計最佳結構或系統，或者在經濟學中最大化或最小化成本或效益。通過找到函數的極

值點，我們可以找到最佳解決方案。 
2. 優化控制：在控制系統設計中，我們可以將目標函數視為性能指標，通過求解

多變數函數的極值來找到最優的控制策略。這在機器人學、自動化和製造業等領域中

都有應用。 
3. 物理建模：在物理學和工程學中，多變數函數的極值可以提供關於系統行為和

特性的重要信息。例如，在流體力學中，通過找到速度場的極值點，我們可以找到流

體流動的穩定點或不穩定點。 
4. 機器學習：多變數函數的極值在機器學習中也有應用。例如，在迴歸問題中，

我們可以使用最小二乘法求解多變數函數的極小值，從而找到最佳擬合模型。 
5. 經濟學：在經濟學中，多變數函數的極值可以用於最大化效益、最小化成本或
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求解均衡條件。這在微觀經濟學和宏觀經濟學中都有應用。 
除了這些示例外，求解多變數函數的極值在許多其他領域中也有廣泛的應用，包

括金融、生物學、地理學等。這些應用涉及到對系統、數據和模型進行分析和優化，

以實現最佳的結果或解釋現象。 
 

 


